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Resume 

Soit S le spectre d'un anneau de valuation discrete de corps de fonctions K. 
Soit X un schema sur S. On dira que X est semi-factoriel sur S si tout faisceau 
inversible sur la fibre generique Xk se prolonge en un faisceau inversible sur 
X. On montre ici que tout schema propre geometriquement normal sur K 
possede un modele propre, plat, normal et semi-factoriel sur 5*. On construit 
egalement des compactifications semi-factorielles de S-schemas reguliers, tels 
que les modeles de Neron des varietes abeliennes. 

La propriete de semi-factorialite pour un schema X/S correspond a la 
propriete de Neron de son foncteur de Picard. En particulier, on peut retrouver 
le modele de Neron de la variete de Picard PiCx K /K,red ^ e **■ P ar tir du 
foncteur de Picard Picx/s, comme dans le cas connu des courbes. On en tire 
des consequences sur l'equivalence algebrique relative sur le S'-schema X. 
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1 Introduction 



Soit S un trait, c'est-a-dire le spectre d'un anneau de valuation discrete. On 
note K son corps de fonctions. 

Definition 1.1. Soit X — > S un S-schema. On dit que X est semi-factoriel sur S 
si I'homomorphisme de restriction 

Pic(X)->-PicpOO 

est surjectif. 

Un 5-schema X/S est done semi-factoriel si pour tout Oxjf-niodule inversible 
Ck, il existe un O^-module inversible C tel que £®K soit isomorphe a Ck- Cette 
definition est surtout pertinente lorsque le schema X est localement noetherien et 



1 



normal, parce qu'on dispose alors d'une bonne interpretation des faisceaux inver- 
sibles sur X en termes de cycles : le groupe de Picard de X s 'injecte dans celui des 
classes de cycles 1-codimensionnels ([E GA YV\ a 21.6.10). La terminologie « semi- 
factoriel » provient du cas ou le schema X est localement factoriel : il est alors 
automatiquement semi-factoriel sur S (loc. tit.). 

En l'abscence actuelle d'un theoreme de desingularisation general, on ne peut 
pas assurer qu'un schema propre et lisse sur K possede un modele popre et plat 
sur S, qui soit un schema regulier (par « modele », on entend « S'-schema de fibre 
generique isomorphe a Xk »)• 

Dans la section [5J on montre neanmoins que tout schema Xk qui est propre 
geometriquement normal sur K possede un modele X propre, plat, normal et semi- 
factoriel sur S. Plus generalement, si T est un trait limite projective filtrante de 
traits etales sur S, on construit des modeles X/S comme ci-dessus qui commutent 
au changement de base T — >■ S, i.e. X x 5 T est semi-factoriel sur T. Lorsque T est 
un henselise strict S hs de S, la construction fournit des modeles qui commutent a 
des changements de trait plus generaux que S hs — > S, que l'on a qualifies de permis 
( definition 12.131 et theoreme I2.16[) . Dans la sous-section 12.51 on part d'un schema 
X de type fini, separe et plat sur S, qui est regulier. On construit alors des com- 
pactifications normales X de X telles que la fleche de restriction Pic(X) — >Pic(X) 
soit surjective, et qui sont compatibles aux changements de trait du type precedent 
f corollaire 12. 20p . Cela s'applique par exemple au cas ou X/S est le modele de Neron 
d'une variete abelienne (corollaire I2.2ip . Dans la sous-section 12.61 on montre une 
variante des enonces de semi-factorialite sur un schema de Dedekind global. 

Pour construire des modeles semi-factoriels, on procede en deux etapes. On consi- 
dere d'abord un morphisme lisse de type fini / :Y B entre schemas noetheriens, 
et un Oy-module coherent M qui est inversible au-dessus d'un ouvert schemati- 
quement dense U C B. En utilisant les techniques de platification de Raynaud- 
Gruson |RG| . on montre alors qu'apres un eclatement bien choisi de la base B 
centre en dehors de U, le faisceau M. /-i(c/) possede un prolongement inversible 
sur X (theoreme 12.11) . On applique ensuite cet enonce a une situation universelle 
/ := px :XxsA->X,ouI est un modele propre et plat de Xk- L'espace de pa- 
rametres A est construit a partir du schema de Picard rigidifie de Xk et du modele 
de Neron de sa composante neutre reduite. Un effort particulier a ete fait pour que 
la construction fonctionne meme en l'abscence de point if-rationnel sur Xk- 

Dans la section [31 on considere un X-schema propre geometriquement normal et 
geometriquement connexe Xk, ainsi qu'un modele propre et plat X de Xk sur S, 
normal, et semi-factoriel sur S hs . Lorsque Picx K /K(K hs ) — Pic(X^-h B ) (par exemple 
si Xk{K^ s ) ^ ou si le corps residuel de 0{S) est parfait), la semi-factorialite de 
X S h B /S hs signifie precisement que le foncteur Picx/s verifie la propriete de Neron 
d'extension des points etales. On peut alors retrouver le modele de Neron A de la 
variete de Picard Ak '■= Pic XK / K red & partir du foncteur Picx/s (theoremes 13.21 
et 13. 3p . En dimension relative 1, ou l'on peut utiliser des modeles reguliers de Xk, 
il s'agit du theoreme [Rj 8.1.4 de Raynaud. Une fois que l'on dispose des modeles 
semi-factoriels, la methode se generalise tout de suite en dimension superieure, a 
ceci pres que le foncteur de Picard n'est plus formellement lisse en general. II faut 
done ajouter une etape de lissification des groupes, au sens de [BLR page 174. 

En analysant le lien entre les composantes neutres de Picx/s e ^ A dans la si- 
tuation precedente, on obtient des informations sur l'equivalence algebriquc sur le 
S'-schema X. Plus precisement, supposons O(S) complet a corps residuel algebri- 
quement clos. Soit n l'exposant du groupe des composantes connexes de la fibre 
speciale de A/S. Si Ck est un faisceau inversible algebriquement equivalent a zero 
sur Xk, alors C K n peut se prolonger en un faisceau inversible algebriquement equi- 
valent a zero sur X (corollaire 13. lip . Cette information sera utilisee dans [P] pour 
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etudier le symbole de Neron sur Xk (cf. [N]), dans un cadre de geometrie relative 
inconditionnel. 

Remerciements. Je tiens a remercier Michel Raynaud pour m'avoir confie la 
construction des modeles semi-factoriels, et pour m'avoir fait decouvrir les Elements 
de geometrie algebrique. Je remercie egalement Qing Liu pour sa relecture attentive 
et ses remarques utiles. 

2 Construction des modeles semi-factoriels 

2.1 Un theoreme pour les morphismes lisses 

Rappelons QRG] 5.1.3) que si U est un ouvert d'un schema localement noethe- 
rien S, un eclatement U -admissible de S est un eclatement S' — > S centre en dehors 
de U. C'est en particulier un isomorphisme au-dessus de U. Nous allons travailler 
avec un ouvert U schematiquement dense dans S ( [EGA IV] ^ 11.10.2). Lorsque S 
est localement noetherien, cela signifie que U contient tous les points associes a S 
([EGA IVJ2 3.1.8). Si S' — » S est un eclatement [/-admissible avec U schematique- 
ment dense dans S, l'image reciproque de U dans S' est schematiquement dense 
dans S' f [RG] 5.1.2 (iii)). 

Par ailleurs. etant donne un morphisme de schemas / : X — > S et un sous-schema 
ouvert U C S, on notera Xjj := X xg U. 

Theoreme 2.1. Soient S un schema noetherien, U un ouvert schematiquement 
dense dans S, f : X^S un S -schema lisse de type fini, M, un Ox -module cohe- 
rent. Supposons que le Ox v -module M. \x v soit inversible. Alors il existe un carre 
cartesien 

X^ X' 

f f 
S' 

oil S' S est un eclatement U -admissible, et un Ox 1 -module inversible A4 verifiant 
la condition suivante : notant avec un ' les pullbacks par S' — >■ S, on a 

M\ x > ut =M'\ x . u/ . 

Commengons par un critere pour qu'un module coherent sur un S'-schema lisse 
soit inversible. 

Proposition 2.2. Soient S un schema localement noetherien, U un ouvert dense 
de S , f : X — > S un S -schema lisse, M un Ox -module coherent. On suppose que M. 
est inversible sur Xjj, S-plat, sans composante immergee sur les fibres de X/S (i.e. 
A4 ®fc(s) est sans composante immergee pour tout s £ S). Alors M. est inversible. 

Demonstration. II suffit de montrer que pour tout s £ S, le module A4 (g)fc(s) est 
inversible sur / _1 (s). En effet, soient dans ce cas x £ X et s = f(x). Comme 
A4 ®fc(s) est inversible, il existe, quitte a remplacer X par un voisinage ouvert de 
x, un homomorphisme a : Ox tel que a x ® k{s) soit bijectif. Par Nakayama, 

le conoyau de a x est nul. Notant J\f le noyau de a, on a done une suite exacte de 
Ox.z-modules 

0^Af x ^O x , x ^M^O. 

Alors, M x etant 0s jS -plat, on a J\f x ®k(s) = puis N x — a nouveau par Na- 
kayama. Ainsi, a est un isomorphisme au voisinage de x. 
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Prouvons done que Ai est inversible sur les fibres de /. Notions d'abord que 
Ai est inversible sur un ouvert S-dense W de X, e'est-a-dire dense dans chaque 
fibre de / : le critere de platitude par fibres ([EGA IVJ3 11.3.10) et le theoreme de 
platitude generique ( [EGA IV] 9 6.9.1) assurent que Ai est localement libre sur un 
ouvert S-dense de X, et alors Ai est inversible sur cet ouvert puisqu'il Test deja sur 
l'ouvert dense Xjj. 

Soient a € S —U. Choisissons une generisation 77 de s dans U. D'apres [EGA II) 
7.1.9, il existe un trait T et un morphisme T— ^S* envoyant le point ferme t de T 
sur s et son point generique sur 77. Le schema Xt '■— X Xj T est alors regulier. 
Notons M.t le pull-back de Ai sur Xt- D est de profondeur au moins 2 en tout 
point z de X T - W T : cela resulte de [EGA IV] 9 6.3.1, puisque le point z n'est pas 
associe a Air ®k(t) et que prof(0T,t) = 1- On en deduit que le module A4t sur 
le schema regulier Xt est reflexif (cf. [S], §3, Corollaires 2 et 3). En particulier, il 
est sans torsion, et etant de rang 1, e'est un ideal fractionnaire de Ox T - Mais un 
ideal fractionnaire reflexif est divisoriel ( |B AG] Chap. 7, §4, n°2, Exemple 2), et par 
consequent Air est inversible sur le schema localement factoriel Xt- Sa restriction 
a la fibre fermee de Xt/T est inversible, done Ai <8>fe(s) est inversible. □ 

Pour realiser une situation dans laquelle la proposition 12.21 s'applique, nous 
avons besoin d'un procede d'elimination des composantes immergees (comparer a 
[BLR IV] 2.3). 

Theoreme 2.3. Soient S un schema noetherien, U un ouvert schematiquement 
dense dans S , f : X —5- S un S -schema de type fini et plat a fibres geometriquement 
reduites, Ai un Ox -module coherent. Supposons que Ai \x v soit localement libre de 
rang > 1, et qu'il existe un ouvert S-dense V de X tel que Ai \y soit localement 
libre. Alors il existe un carre cartesien 

X ^ X' 

f f 
S^ S' 

oil S' — > S est un eclatement U -admissible, et un Ox 1 -module coherent Ai verifiant 
les conditions suivantes : notant avec un ' les pullbacks par S' — > S , 

- Ai coincide avec Ai' sur X'jj, U V ; 

- M est S'-plat; 

- Ai est sans composante immergee sur les fibres de X' / S 1 . 

En particulier, le O x > -module M est Z'-clos pour Z' := X' — X{j, U V (\EGA IVf n 
5.9). 

La derniere assertion resulte du lemme suivant. 

Lemme 2.4. Soient S et X des schemas localement noetheriens, U un ouvert sche- 
matiquement dense dans S , f : X — > S un S -schema a fibres reduites, W un ouvert 
S-dense de X contenant Xjj, Ai un Ox-niodule coherent et S-plat. Notant Ass 
pour « points associes », supposons la condition suivante verifiee : Ass(.M (g)fc(s)) 
est contenu dans Ass(X s ) pour tout s G S (par exemple, Ai sans composante im- 
mergee sur les fibres de X/S et localement libre sur W de rang > 1). Alors Ai est 
Z-clos pour Z .= X — W . 

Demonstration. D'apres [EGA IV] 9 5.10.5, il s'agit de voir que 

prof z (X) > 2. 

Soit z G Z. Le point f(z) n'est pas dans l'ouvert schematiquement dense U de S, 
ce n'est done pas un point associe a S, autrement dit prof (Osj( z )) > 1- De plus, 
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le point z n'est pas un point generique de X s , et n'est done pas associe a A4 <S>k(s) 
d'apres les hypotheses, d'ou prof((.M ®fc(s)) z ) > 1. Conclusion, prof(A^ z ) > 2 
f |EGA IVj , 6.3.1). □ 

Le lemme 12.41 permet egalement de ramener la preuve du theoreme 12.31 au cas 
ou X est un schema affinc. 

En effet, supposons d'abord qu'il existe un recouvrement ouvert X = X\ U X-i 
tel que le theoreme soit vrai pour les morphismes induits fi : Xi — > S par / et 
les modules A4\ Xi , pour i = 1,2. II existe alors des eclatements {7-admissibles 
ifii : S^—tS d'ideaux coherents Z$ de Os et des modules Mi qui sont solutions du 
probleme pour les /j. Soit ip : S" — ?> S l'eclatement [/-admissible du produit X\ 
dans S. D'apres |RG| 5.1.2 (v), on a ^ = 7, o ip i ou 7, : S" —> est l'eclatement 
(93i)~ 1 ([/)-admissible de (Ylj^iIj)Og> dans D'ou des carres cartesiens 



Xj -< X[ ■< X- 




Le pull-back /" : X" — > S" de / : X — » S par ip est alors le recollement de /{' et fy'. 
On pose 

M\x» ■= (FiTMi. 
Ce Ox '.'-module coincide avec le Cjf"-module M!' sur 

{x'{j„ u y") n xf. 

En particulier A^|x" es t localement libre sur cet ouvert, de rang > 1. Mais comme 
il est sans composante immergee sur les fibres de /", il resulte du lemme l2~4l qu'il 
est Z" n X''-clos pour Z" = X" - X^„ U V" . Par consequent, les faisceaux M\xt< 
pour i = 1, 2 se recollent en un Ox" -module M., qui est solution du probleme pour 
le module M. 

Par recurrence, on en deduit que si X — U" =1 X; pour un certain n > 1 de sorte 
que le theoreme soit vrai pour les Xi/ S et les A4 \x t , alors le theoreme est vrai pour 
X/S et A4. Comme le schema X est quasi-compact, on est ainsi ramene a la 

Demonstration du theoreme \2.3\ lorsaue X est affine. Soit Ai* le 0x-niodule dual 
de A4. C'est un module coherent sur le schema affine X. II existe done un entier 
r > 1 et un morphisme Ojf-hneaire surjectif u : O r x -» M* . En composant le 
morphisme injectif dual M.** O r x avec le morphisme canonique c : Ai—^-M**, 
on obtient un morphisme v : A4 — > O r x . 

Par hypothese, le module M est localement libre au-dessus de U. II en va done 
de meme pour le noyau de u, puis pour le conoyau J\f de v. En particulier, le module 
N \x v est [/-plat. 

On peut done appliquer le theoreme 5.2.2 de [RGJ, pour obtenir un eclatement 
[/-admissible S' — > S tel que le transforme strict Af' de N sur X 1 soit S 1 -plat. Le 
Ox'-module N' est quotient du pull-back N' de N '. En particulier, il est coherent 
et le morphisme surjectif O r x , -» J\f induit un morphisme surjectif O r x , -» Af' '■ Soit 
M. son noyau, coherent et S"-plat. Pour tout s' 6 S", on a une suite exacte 

0^M®k(s')->O xli *(*')-► 0- 
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Le S'-schema X 1 — > S' etant a fibres reduites, on en deduit que Ai est sans compo- 
sante immergee sur les fibres de X' / S' . 

Montrons enfin que Ai' = Ai sur l'ouvert X'jj, U V . Comme par hypothese Ai 
est localement libre non seulement sur Xjj, mais aussi sur la reunion Xu U V, le 
conoyau Af de v est localement libre sur celle-ci. Le morphisme v' : Ai' — > O r x , est 
done injectif sur X'^, U V . De plus, par definition du transforme strict, le pull- 
back Af' de Af coincide avec Af' sur cet ouvert (noter que l'ouvert U' de S' est 
schematiquement dense, comme rappele plus haut). D'ou Ai' = Ai sur X' v , U V 
par definition de Ai. □ 

Demonstration du theoreme \2.1\ Grace au theoreme de platification |RG| 5.2.2, on 
peut supposer Ai plat sur S, et done inversible sur un ouvert S*-dense de X/S (loc. 
cit 2.1). II suffit alors d'appliquer 12.31 puis 12.21 □ 

Remarque 2.5. Soit it : X — > S un morphisme regulier de schemas noetheriens, 
muni d'une section a. Si S est excellent et reduit, et si X est le seul voisinage de 
a(S) dans X, alors Boutot demontre un enonce analogue a celui du theoreme 12. 11 
utile pour son etude du schema de Picard local ([B] V 2.4). 



2.2 La situation universelle : enonce du theoreme et esquisse 
de la preuve 

Si X est un schema plat sur un trait S de corps de fonctions K, les points associes 
a X sont les memes que les points associes a la fibre generique Xk f |EGA IV] 9 3.3.1). 
En particulier, si le schema X est localement noetherien, il est reduit (resp. integre) 
si et seulement si Xk l'est (loc. cit. 3.2.1). 

Par ailleurs, si S est un trait de corps de fonctions K, tout schema propre sur 
K possede un modele propre et plat sur S, d'apres la version relative du theo- 
reme de compactification de Nagata (cf. Deligne [D], Conrad |C] et Liitkebohmert 
[L]V L 'existence de modeles normaux semi-factoriels sur S est done consequence de 
l'enonce suivant. 

Theoreme 2.6. Soient S hs ^T^S des extensions fidelement plates de traits, 
telles que la composee S hs — > S soit une henselisation stride de S . Soit Xk un 
K-schema propre geometriquement normal. 

Pour tout modele propre et plat X/S de Xk, H existe un eclatement X' — >X 
centre dans la fibre fermee de X/S, tel que (X')t soit semi-factoriel sur T . Le 
normalise X de X' est un modele propre et plat de Xk sur S , tel que {X)t soit 
normal et semi-factoriel sur T . 

Remarque 2.7. On peut demander en outre que le centre de l'eclatement X' — > X 
ne rencontre pas le lieu regulier de X (cf. la preuve section |2~3|) . Ce rafhnement 
nous sera utile section 12.51 

Remarque 2.8. II se peut qu'il n'y ait « pas beaucoup » de faisceaux inversibles sur 
Xk- Par exemple, si K est un corps de nombres, le theoreme de Mordell-Weil pour 
les varietes abeliennes (et la fmitude du groupe de Neron-Severi de Xk) montrent 
que le groupe Y\c(Xk) est de type fini. Par consequent, si on prend pour S le spectre 
du localise de l'anneau des entiers de K en un ideal maximal, alors pour que la 
fleche Y\c(X) — >Y\c(Xk) soit surjective, il suffit que son image contienne un certain 
ensemble fini. Au contraire, considerons un trait strictement henselien S. Supposons 
de plus Xk geometriquement connexe, de sorte que V\c(Xk) — Piex K /K(K) (cf. 
lemme 13.11) . Alors, des que la variete de Picard Ak de Xk est non triviale, le 
groupe Pic(X^) n'est pas de type fini. En effet, la fibre speciale du modele de 
Neron A de Ak sur S est un groupe algebrique lisse de dimension non nulle sur le 
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corps residuel k de O(S), qui est separablement clos. En particulier, le groupe A(k) 
n'est pas de type fini, bien qu'il soit quotient de Ak(K). II est done interessant de 
disposer de modeles semi-factoriels qui commutent a une extension de traits telle 
que l'henselisation strictc. 

Le principe de la demonstration du theoreme !2.6l disons dans le cas S = T, est le 
suivant. Supposons pour fixer les idees que Ton dispose d'un if -schema lisse de type 
fini Ak et d'un faisceau inversible Mk sur Xk Xk Ak, tel que pour tout faisceau 
inversible Ck sur Xk, il existe Xk € Ak(K) verifiant Ck — (1 Xk Xk)* Mk- 
Supposons en outre que Ak admette un modele A/S tel que 

a) A — >• S est lisse de type fini ; 

b) tout if-point de Ak se prolonge en une S'-section de A. 

Prolongeons alors M.k en un module coherent A4 sur I Xj A. Grace au point 
a), on peut appliquer le theoreme 12.11 au morphisme p\ : X Xg A— avec l'ou- 
vert schematiqucment dense Xk de X et le module A4. On obtient alors un carre 
cartesien 

X X S A X' XgA 



Pi 



Pi 



X ■< X' 

ou X' — > X est un eclatement centre dans la fibre fermee de X/ S. et un module 
inversible M. sur X' x§ A qui prolonge M.k- Si maintenant Xk parametre un 
faisceau inversible Ck sur Xk, tout A £ A(<S) prolongeant Xk (point b)) fournit un 
prolongement inversible de Ck sur X', a savoir (1 X5 X)*A4. Le ^-modele X' de 
Xk est done semi-factoriel. A fortiori, son normalise (A') nor est semi-factoriel sur 
S, et on verra flemme [2. lip qu'il est propre sur S. 

Maintenant, les faisceaux inversibles sur Xk ne forment pas une famille limitee, 
au sens ou ils ne sont pas parametres par un if-schema de type fini : le if-schema 
Picx k /k est seulement localement de type fini. Cependant, comme mentionne dans 
la remarque ci-dessus, on peut utiliser le theoreme de finitude du groupe de Neron- 
Severi geometrique de Xk- 

Une autre difficulte provient du fait qu'en l'absence de point rationnel sur Xk, 
il n'y a pas en general de faisceau inversible universel sur Xk Xk Picx K /K- Pour 
contemner ce probleme, il faut remplacer le foncteur de Picard de Xk/K par un 
foncteur de Picard rigidifie (cf. [R] n°2). On recupere alors un faisceau inversible 
universel (rigidifie) avec lequel travailler. Cependant, en contrepartie, on perd en 
finitude : la variete de Picard rigidifiee de Xk n'est plus une variete abelienne, 
et par consequent ne possede pas en general de modele de Neron (de type fini) 
sur S, qui aurait ete un bon atout pour construire A. Neanmoins, en choisissant 
bien le rigidificateur de Xk, on peut assurer que la variete de Picard rigidifiee 
correspondante soit semi- abelienne, et en particulier possede un modele de Neron 
au sens suivant. 

Definition 2.9. Soient S un trait de corps de fonctions K et Nk un K-schema 
lisse et separe. Un modele de Neron de Nk sur S est un S-schema lisse et separe de 
fibre generique Nk, verifiant la propriete de Neron d 'extension des morphismes : 
pour tout S-schema lisse Y, la fleche de restriction 

Hom s (r, N) -> Rom K (Y K ,N K ) 

est bijective. 

Le schema ainsi defini est un modele de Neron ltf de Nk sur S au sens de 
[BLRJ 10.1/1 : il est localement de type fini sur S (car lisse sur S), mais il n'est pas 
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de type fini sur S en general. Voir loc. cit. 10.2/2 pour des conditions necessaires 
et suffisantes d'existence d'un tel N lorsque Nk est un i^T-schema en groupes. 

En utilisant que le groupe abstrait des composantes geometriquement connexes 
de la fibre speciale du modele de Neron d'une variete semi-abelienne est de type fini, 
on parvient finalement a construire un espace de parametres A/S convenable. 

2.3 La situation universelle : la preuve 

Commencons par un lemme general. 

Lemme 2.10. Soit Xk un schema reduit propre sur un corps K . Soit xk un sous- 
schema ferme de Xk, qui rencontre chaque composante connexe de Xk- Alors Xk 
est un rigidificateur de Pk au sens /Rl 2.1.1. 

Demonstration. En effet, notons {X^.d £ C} l'ensemble des composantes connexes 
de Xk, et xk,c la restriction de xk a Xk, c - Considerons le pull-back 

nx K ) = n r(x K , c )^r( XK ) = ]J T{x K ,c). 

cec cec 
Comme Xk est reduit et les xk,c non vides, les morphismes d'anneaux 

T{XK,c)^r(x K ,c) 

ont pour source un corps et pour but un anneau non nul, done sont injectifs. Lc 
lemme resulte alors de [R] 2.2.2. □ 

A partir de maintenant et jusqu'a la fin de cette sous-section 12.31 on se place 
sous les hypotheses du theoreme 12.61 On note L/K l'extension generique de T/K, 
et on pose Pk '■= P1cx k /k- 

1) Parametrage sur K des faisceaux inversibles algebriquement equiva- 
lents a zero sur X^. Fixons un sous-schema ferine xk Xk, dont la restriction 
a chaque composante connexe de Xk est un point ferme. Le foncteur de Picard ri- 
gidifie (Pk, xk) est representable par un X-schema en groupes localement de type 
fini ([R] 2.3.1). Le morphisme d'oubli 

(P k ,x k )^Pk 

est couvrant pour la toplogie etale (loc. cit. 2.1.2 b)). De plus, comme le lieu lisse 
de Xk est ici un ouvert dense de Xk, on peut choisir xk etale sur K. Dans ce cas, 
le noyau du morphisme d'oubli est un tore Mk (loc. cit. 2.4.3 b)). On a ainsi une 
suite exacte (de faisceaux abeliens pour la topologie etale) 

-> M K ^(Pk,x k )° -»■ P K 0, 

ou designe les composantes neutres. L'hypothese que Xk est geometriquement 
normal assure que le if-schema P K est propre ([G] 2.1 (ii)). En particulier, les K- 
schemas en groupes P K et (Pk,Xk)° sont « sans composante additive ». II resulte 
done de loc. cit. 3.1 que leurs reduits P K Ted et (Pk, x K)i e d sont des if-schemas en 
groupes (commutatifs), lisses et connexes. On en deduit en particulier un homomor- 
phisme 

(Pk, XK) vc d -Pff.red 

de noyau Mk, et (PkjXk)?^ est ainsi extension d'une variete abelienne par un 
tore. D'apres [BLRJ 10.2/2, le if-schema en groupes (Pk , x k)^-^ possede done un 
modele de Neron iV sur S (definition 12. 9[) . 
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Soit <£>jv le ^-schema en groupes etale des composantes connexes de la fibre 
speciale de No. Notant / le corps residuel au point ferme de T, l'image de la specia- 
lisation 

N (T)->9> No (l) 

est un sous-groupe de $tv (7). II est done de type fini (cf. par exemple [BX] 4.11 (i)), 
et on peut en choisir un systeme fini de generateurs T. On en fixe un relevement 
{A^ o G (Pk, Xk )rod(-k) I 7 e pour tout 7 e T, on note N^ la reunion 

de la fibre generique de No et de la composante connexe de la fibre speciale de Nq 
dans laquelle se specialise A^ . On note aussi N$ la composante neutre de No . La 
reunion 

A :=JVJ|J^ 

est alors un ouvert de Ao, de fibre generique (Pk, x k)i B a- 

Maintenant, l'objet universel pour (Pk, %k) est represents par un couple (Vk, t), 
forme d'un faisceau inversible Vk sur Xk Xk (Pk, %k) et d'une trivialisation t Ac 
V k le long du rigidificateur xk x k (Pk, %k)- D 'autre part, comme le schema X est 
de type fini sur un trait, son lieu de regularite X rcg est un ouvert de X. Et Ao etant 
lisse sur S, l'ouvert X rcs x 5 Ao de X x g Ao est regulier. On peut done prolonger le 
faisceau inversible 

Pk \x K x K (p K ,x K )° ad 

en un faisceau inversible sur Xk Xk ^k U X rcs Xj Ao. Puis on peut prolonger le 
faisceau obtenu en un module coherent A4q sur X xj Ao ([EGA IJ 9.4.8). 

2) Parametrage sur K du groupe de Neron-Severi de X^. Soit K une 
cloture algebrique de K. Le groupe de Neron-Severi geometrique de Xk 

NS 9 :=P K (K)/P K (K) 

est de type fini ( |SGA 6| XIII 5.1). Comme Mk est geometriquement connexe, ce 
groupe coincide avec le « groupe de Neron-Severi geometrique rigidifie » de Xk ■ 

NS 5 , r := (P k ,Xk)(K)/(Pk,Xk)°(K)- 

En particulier, le « groupe de Neron-Severi rigidifie » de Xl 

NS r , L := (P k ,Xk)(L)/(Pk,xk)°(L) 

est de type fini. II existe done un ensemble fini d'indices / et des points {Xl,% £ 
(Pk,Xk)(L) I i £ 1} tels que NS rj L soit engendre par les classes des A^j. 

Par hypothese, l'extension T/S est une sous-extension d'une henselisation stricte 
S hs /S. Le trait T est done limite projective futrante de traits S a etales sur S. Notant 
K a le corps de fonctions de S a , le corps L est alors limite inductive filtrante des 
K a . II existe done a tel que pour tout i 6 I, 1 'element A^j s (Pk, xk)(L) provienne 
d'un element \K a ,i & (Pk,xk)(K<x)- Pour i El, posons 

&K a ,i '■= (1 Xif \K a ,i)* Pk, 

faisceau inversible sur Xk Xk K a . Prolongeons le en un faisceau inversible sur 
Xk xk K a UA reg Xj S a . Puis choisissons un prolongement coherent M a: i de celui- 
ci sur X Xs S a . 
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3) Modification de X en dehors de Xk- Considerons l'union disjointe de Ao 
et de copies S a ,i de S a indexees par / : 

A := AoJJS'a.-i- 

iei 

C'est un S'-schema lisse de type fini. La premiere projection pi : X Xj A— > X est 
done un morphisme lisse de type fini. De plus, on a construit un module coherent 
A4 sur X xg A, egal a A4q sur X Xg Aq et a Ai a ,i sur X xg S ay i. II est inversible 
au-dessus de X K U A rc s. 

Appliquons le theoreme 12.11 au morphisme p\ et au module M., avec l'ouvert 
schematiquement dense Xk U X reg de X. On trouve un carre cartesien 



X Xg A 
Pi 



X 



■ X' Xg A 

Pi 



X' 



ou A'— >X est un eclatement (Xk U A rog )-admissible, et un Ojsf'xsA-module inver- 
sible M. qui prolonge M.k- Le modele X 1 / S de Ar- ainsi obtenu est encore propre, 
et plat puisque Xk est schematiquement dense dans X' . 



4) Le schema (X')t est semi-factoriel sur T. Soit £^ un faisceau inversible 
sur Xl,. II s'agit de voir qu'il existe un faisceau inversible Ct sur X' Xg T tel que 
Ct ®L soit isomorphe a Cl ■ 

On peut toujours rigidifier Cl le long du schema artinien xk ®k L pour obtenir 
un point A^ G (Pk,xk)(L). D'apres l'etape 2), il existe {rii G Z | i 6 1} et 
Al,o € (Pr,£a:) (£) tels que 

Al = ^ • Al,i + Al,o- 

iGJ 

Or (Pr, xk)°(L) = (Pr, x K)r C d{L)- D'apres l'etape 1), il existe done {m 7 G Z | 7 G 
T} et A" G (Pr, ^Ar)rcd(^) se prolongeant dans N$(T) tels que 

Utilisons maintenant l'etape 3). Par definition de Ao C A, il existe pour tout 7 G T 
un element Aq G A(T) prolongeant Aj et un element Aq G A(T) prolongeant A £ - 
Le faisceau inversible 

C T ,o ~ ® 7€ r((l x s A^)*7W)^ (1 x s X° )*M 

prolonge (1 Al,o)* Pk sur X 1 XgT. Par definition de A, il existe pour tout i £ I 
un element A, G A(T) tel que (lx s Aj)*.M prolonge (1 Xj- Al.j)* Pk sur A' x s T. 
Le faisceau inversible 

C T := ®< e j((l x s A 4 )*A4)®"' ® £ T ,o 
prolonge (1 x K A L )* Pk C L sur A' x s T. 



5) Normalisation de X' . Pour achever la preuve du theoreme 12.61 il ne reste 
plus qu'a montrer que le morphisme de normalisation X := (A') nor — > X' est fini. 
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Lemme 2.11. Soit X un schema de type fini et plat sur un trait S. Supposons 
la fibre generique de X/S geometriquement normale (en particulier X est reduit). 
Alors le morphisme de normalisation X nor — > X est fini. 

Demonstration. Soit S le spectre du complete de l'anneau local O(S) pour la to- 
pologie m-adique. Comme c'est un trait excellent, le morphisme de normalisation 
(Xj) nor — » Xg est fini. Par descente fpqc pour les morphismes finis, il suffit done de 
montrer que le carre commutatif 

(x § r< — »x s 



x nm X 

est cartesien. Pour cela, on peut supposer X integre et affine. 

Notons Xk (resp. X^) la fibre generique de X/S (resp. X^/S). Ces fibres sont 
normales par hypothese. La fermeture integrale X nor de X (resp. (Xg) nor de X§) 
relativement a son algebre des fonctions rationnelles coincide done avec sa fermeture 
integrale relativement a Ox K (resp. Ox—)- De plus, notant k le corps residuel de S 
au pont ferme, la projection Xg — » X induit un isomorphisme 

Xk x 5 S — » Xk- 

Comme de plus Xk est quasi-compact, on peut appliquer le resultat de descente de 
|FR| 4.3, pour obtenir que le diagramme ci-dessus est cartesien. □ 

2.4 Changement de trait 

Du theoreme 12.61 et du fait que le compose de deux eclatements admissibles 
(d'un schema quasi-compact et quasi-separe) soit encore un eclatement admissible 
f [RG] 5.1.4), on deduit le 

Corollaire 2.12. Soit S hs —> S une henselisation stride d'un trait S. Soient n un 
entier > 1, et T^/S, i = 1, . . . ,n, des sous-extensions de traits fidelement plates de 
S hs /S. Soit Xk un K -schema propre geometriquement normal. 

Pour tout modele propre et plat X/S de Xk, H existe un morphisme X— >X, 
compose d'un eclatement centre dans la fibre fermee de X/S suivi de sa normalisa- 
tion, tel que X/S soit un modele propre et plat de Xk sur S , normal et semi-factoriel 
apres chacun des changements de trait Ti — > S. 

On obtient ainsi des modeles semi-factoriels sur S qui commutent a certaines 
extensions de traits prescrites et en nombre fini. Nous allons voir que Ton peut 
construire des modeles semi-factoriels sur S qui commutent a une certaine classe 
d'extensions de traits. 

Definition 2.13. Soit T — > S un morphisme de traits. On dira que T — ?> S est permis 
si les conditions suivantes sont verifiees : le trait T est strictement henselien, le 
morphisme T— >S est regulier, et le pull-back O(S)— >0(T) envoie uniformisante 
sur uniformisante. 

Notant K, L les corps de fonctions S, T, et k, I les corps residuels aux points 
fermes de S, T, le morphisme T — > S est regulier s'il est plat, et si les deux extensions 
L/K et l/k sont separables (non necessairement algebriques) ( [EGA IV] 9 6.8.1 et 
6.7.6). Par exemple, si S est excellent et k separablement clos, le spectre S du 
complete de 0{S) pour la topologie m-adique definit une extension permise S — > S. 
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Remarque 2.14. Si T — ► S est une extension permise de traits, elle est en particu- 
lier d'indice de ramification 1 ail sens de [BLRJ 3.6/1. On demande en plus ici que 
l'extension des corps de fonctions soit separable, et que T soit strictement henselien. 

Remarque 2.15. Si T— > S est une extension reguliere de traits, telle que le pull- 
back O(S) 0(T) envoit uniformisante sur uniformisante, alors pour tout schema 
normal (resp. regulier) X localement de type fini sur S, le schema Xt .— X Xj T 
est encore normal (resp. regulier). Cela resulte de [EGA IV] o 6.5.4 (ii) et 6.7.4.1 
(resp. 6.5.2 (ii) et 6.7.4.1). 

Theoreme 2.16. Soient S un trait de corps de fonctions K et Xk un K-schema 
propre geometriquement normal. 

Pour tout modele propre et plat X/S de Xk, H existe un morphisme X— > X , 
compose d'un eclatement centre dans la fibre fermee de X/S suivi de sa normalisa- 
tion, tel que X/S soit un modele propre et plat de Xk, normal et semi-factoriel sur 
S et apres toute extension permise de traits T — > S. 

Soit X/S un modele propre et plat de Xk- La construction de la sous-section 
12.31 s'appliaue en particulier lorsque T est un henselise strict de S, fournissant une 
fleche X' X. Le modele X' ainsi construit est semi-factoriel apres toute extension 
permise de S. Pour le voir, nous avons besoin du lemme d'approximation suivant. 

Lemme 2.17. Soient S un trait de corps de fonctions K et S hs un henselise strict 
de S de corps de fonctions K hs . Soit Gk un K-schema en groupes localement de 
type fini, dont la composante neutre reduite G Klcd est lisse sur K. Soit Z K ^ une 
composante connexe de G K ^ ■ 

Considerons une extension permise T/S et notons L le corps de fonctions de T . 
Comme T est strictement henselien, on peut fixer une factorisation T — > S hs — > S , 
induisant des plongements K C K hs C L. Alors, si V ensemble Z K ^(L) est non 
vide, I'ensemble Z K hs(K ) Vest aussi. 

Demonstration. Les deux extensions residuelles de S hs / S sont algebriques. D'apres 
|B A| Chap. 5, §15, n°4, Corollaire 3, l'extension T/S hs est done permise. Ceci 
permet de se ramener au cas ou S — S hs . 

Supposons Zk(L) non vide. Le reduit Zj^red est alors lisse sur K. En effet, 
comme l'extension L/K est separable, on a {Zksc&)l = ZL,red ( [EGA IV] 9 4.6.4). 
Or, comme Zk(L) est non vide, il existe une composante connexe Z® L de Zl qui 
est un torseur trivial sous G° L . En particulier, le reduit Z® L rcd est L-isomorphe au 
reduit G° L rod = (G Kled )L, done est lisse sur L. Comme Z\ rcd est une composante 
connexe de (ZK,red)L, la projection de ce dernier sur Zx,red induit un morphisme 

■^L.red ~^ ^Kjcd- 

Ce morphisme est plat, et surjectif : la composante connexe Z° rod est definie sur 
une sous-extension finie de L/K (appliquer [EGA IVJ2 4.9.7 en notant que Zk,yc& 
est de type fini sur K), done son image dans Zk^a est a la fois ouverte et fermee. 
En conclusion, le schema Zk,y<z& est bien lisse sur K ([EG A IV] a 17.7.1 (ii)). 

Ceci etant, choisissons Al S Zk{L) — (ZK, re d)(L). En chassant les denomi- 
nateurs, on peut toujours trouver un S-schema affine de type fini U dont la fibre 
generique est un voisinage ouvert de l'image de Xl dans Zk. rod, et tel que se 
prolonge en un element A 6 U(T). En particulier, la fibre fermee de U/S est non- 
vide. Maintenant, l'extension T/S etant permise, elle est d'indice de ramification 1 
au sens de |BLR| 3.6/1. Comme Uk est lisse sur K, il existe done un S'-morphisme 
U' -^U compose d'un nombre fini de dilatations centrees dans les fibres speciales, 
tel que A se releve dans le lieu lisse de U'/S (loc. cit. 3.6/4). Mais alors U'(S) est 
necessairement non vide, et a fortiori Zk(K) = (ZK, Ic d)(K) est non vide. □ 
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Demonstration du theoreme \2.1b\ Conservons les constructions des etapes 1), 2) et 
3) de la sous-section 12 .31 dans le cas T — S . D'apres l'etape 4), on sait deja que le 
modele X' obtenu est semi-factoriel apres l'extension S hs /S. Soit maintenant T/S 
une extension permise de traits quelconque. Notons L le corps de fonctions de T, 
et Axons une factorisation T — >S hs ->S, induisant des plongements K C K hs C L. 
Considerons un faisceau inversible Cl sur Xl et montrons qu'il se prolonge en un 
faisceau inversible sur X' xg T. 

Rigidifions Cl le long de xk ®k L pour obtenir un point Xl G (Pk,xk)(L) = 
(Pk , x k) K hs (L) ■ Soit Z K ta la composante connexe de (Pk,xk)k^ s telle que Ax, G 
Z K h B (L). D'apres le lemme[H3 il existe X K * S G Z Khs (K hs ) C (P K , x K )(K hs ). La 
difference Sl := Xl — Xk^ dans le groupe (Pk,xk)(L) appartient au sous-groupe 
(Pk,xk)°(L). En effet, comme Zj^xsiJC 15 ) est non vide, la composante connexe 
Zft-hs de {Pk,xk)k^ est geometriquement connexe. II en resulte que Xj^hs et Xl, 
vus comme L-points de (Pk,xk)l, sont dans la meme composante connexe de 
(Pk,xr)l, a savoir Zl- On a done bien 5^ G (Pk,xk)l(L) — {Pk, %k)°(L). 

Maintenant, le faisceau inversible (1 8l)*Vk sur Xl se prolonge en un 
faisceau inversible sur X 1 Xg T. En effet, l'extension T/S etant permise, elle est 
d'indice de ramification 1 au sens de |BLR| 3.6/1. D'apres loc. cit. 7.2/1, le modele de 
Neron iVo de (Pr, ijr)^ commute done a l'extension T / S. Par consequent, d'apres 
l'etape 1) de la sous-section 12.31 appliquee au cas de S hs , il existe {d 1 G Z 7 G F} 
et S L G (Pi<,XK)° cd (L) se prolongeant en Sj, G JV#(T) tels q ue 

Le faisceau inversible 

£t,5 := ® 7 er((l *s A^)*^ T) 9 ^ ® (1 x s 

prolonge alors (1 x K Sl)* V k sur X' x s T. 

Par ailleurs, comme (X') S h B est semi-factoriel sur S hs , il existe un faisceau in- 
versible Cghs qui prolonge (1 x# A/^-ta)* Pif sur (X'jghs. Finalement, le faisceau 
inversible 

Ct := (£ S h» ®5h S T) (8 Lt,s 

prolonge ((1 x K X K ^)* V K ® k^L) ® (1 x K 8 L )*V K ~ (1 x K X L )*V K ^ £l sur 
X' x s T. 

On a ainsi prouve que le schema (X')t est semi-factoriel sur T pour toute 
extension permise T/S. Quitte a eclater X' / S le long d'un sous-schema ferme de 
sa fibre speciale, on peut supposer que X' est aussi semi-factoriel sur S (theoreme 
I2.6p . Comme le morphisme de normalisation X — ¥ X' est propre (lemme I2.1ip , on 
obtient un morphisme X — > X comme dans l'enonce du theoreme. □ 

2.5 Compactifications semi-factorielles d'un schema regulier 

Definition 2.18. Soit S un trait de corps de fonctions K . Soit X un S-schema de 
type fini et separe. On appellera Xx-compactification de X un S-schema propre X 
muni d'une immersion ouverte X~^X induisant un isomorphisme entre les fibres 
generiques. 

Theoreme 2.19. Soient S hs — > T — > S des extensions fidelement plates de traits, 
telles que la composee S hs —> S soit une henselisation stride de S. Soit X un S- 
schema de type fini, separe et plat, dont la fibre generique Xk est un K -schema 
propre geometriquement normal. On suppose le schema X regulier. 

II existe une Xx-compactification X — > X de X, avec X plat sur S, normal et 
tel que la fleche de restriction Pic(Xx) — >Pic(Xx) soit surjective. (En particulier, 
le schema Xt est normal et semi-factoriel sur T '.) 
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Demonstration. D'apres la version relative du theoreme de compactincation de Na- 
gata, il existe un ^-schema propre X\ et une S- immersion ouverte X — > X\ . Quitte 
a remplacer X\ par l'adherence schematique de X dans X\, on peut supposer que 
X — >• X\ est une .X^ -compactification de X (definition 12.181) et que X\ est plat sur 
S. En appliquant le theoreme 12.61 et la remarque 12.71 on trouve un eclatement X- 
admissible (Xi)' — yX\ tel que {X2)t soit semi-factoriel sur T. Quitte a remplacer 
Xi par (Xi)' , on peut done supposer (Xi)t/T semi-factoriel. 

Considerons maintenant les composantes irreductibles reduites Vj, j = 1, . . . , v, 
de la fibre speciale de Xt/T. Le trait T est limite projective filtrante de traits S a 
etales sur S. Son corps residuel I au point ferme est done limite inductive filtrante 
des corps residuels k a aux points fermes des S a . Les Vj proviennent done des compo- 
santes irreductibles reduites Vk a j de Xk a pour un certain a. Comme le schema X$ a 
est regulier, l'ideal coherent Vk a j sur X$ a definissant Vk a j ^ X$ a est inversible. 
Son pull-back Vj := Vk a j ®s a T definit Vj dans Xt- 

Prolongeons Vk a ,i en un module coherent J\Ai sur Xi Xg S a . Puis appliquons 
le theoreme 12.11 a la premiere projection X\ xg S a -^Xi et au module A4±, avec 
l'ouvert schematiquement dense X de X\. On obtient un carre cartesien 

X\ xs S a ■< X 2 xs S a 



X\ ■< X2 



ou X2 — > Xi est un eclatement X-admissible, et un module inversible M. 1 sur 
X2 Xg S a qui prolonge Vk a .i- L'immersion ouverte composee X — t X2 est une Xk- 
compactification de X, et X2 est plat sur S. En procedant de meme avec un pro- 
longement coherent de Vk a ,2 sur X2 x$ S a , etc, on obtient finalement une Xk~ 
compactiheation X — ) X u =: X', avec X' plat sur S, semi-factoriel sur T, et tel que 
tous les Vk a ,j se prolongent en des faisceaux inversibles sur X' Xg S a . A fortiori, 
les Vj se prolongent en des faisceaux inversibles sur (X')t- 

L'homomorphisme de restriction V\c{{X')t) — > Pic(Xr) est surjectif. En effet, 
soit £ un faisceau inversible sur Xt- Comme (X')t/T est semi-factoriel, le faisceau 
Cl '■= £ ®L se prolonge en un faisceau inversible C! sur (X')t- Sur l'ouvert regulier 
Xt, le faisceau inversible C®(C' \x T )~ 1 es t alors trivial en restriction a Xl, e'est- 
a-dire qu'il est isomorphe a un produit de puissances des Vj, j = \,...,v. Mais 
comme ceux-ci se prolongent de fagon inversible sur (X')t, il en va finalement de 
meme pour C. 

En conclusion, en notant X le normalise de X' , on obtient une Xff-compactifi- 
cation X — > X ayant les proprietes requises. □ 

Concernant les changements de traits, on a les resultats analogues a ceux de la 
section precedente. 

Corollaire 2.20. Soit S hs — > S une henselisation stride d'un trait S. Soient n un 
entier > 1, et Ti/S, i — l,...,n, des sous- extensions de traits fidelement plates 
de S hs /S. Soit X un S-schema de type fini, separe et plat, dont la fibre generique 
Xk est un K-schema propre geometriquement normal. On suppose le schema X 
regulier. 

II existe une XK-compactification X — >X de X, avec X plat sur S, normal et 
tel que la fleche de restriction Pic(Xt) — > Pic(Xr) soit surjective pour T = Ti, 
i = 1, . . . ,n, et pour T/S extension permise arbitraire. 

Demonstration. Soit X'/S une Xx-compactification de X, plate sur S. Quitte a 
modifier X' par un eclatement X-admissible, on peut supposer que pour toute ex- 
tension permise T / S, induisant une extension generique L/K, la fleche de restriction 
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a la fibre generique 



Pic((X')T)^Pic(X L ) 



est surjective (theoreme 12. 161 et remaraue 12.71) . 

Soient Vk a ,ji j — l).-)") l es ideaux inversibles sur X S h S definissant les com- 
posantes irreductibles reduites de la fibre speciale de Xsh B /S hs . Apres un nouvel 
eclatement A-admissible de X', on peut supposer que les Vk<>,j se prolongent en des 
faisceaux inversibles sur (X') S hs (theoreme 12.191 applique a S hs /S). 

Alors, pour toute extension permise T/S, la fleche de restriction a Xt 

Vic{{X') T )-+V\c{X T ) 

est surjective. En effet, le trait T etant strictement henselien, on peut fixer une fac- 
torisation T— > S — > S de T/S. Comme le corps residuel de S hs est separablement 
clos, les composantes irreductibles reduites de la fibre speciale de Xt/T sont definies 
par des ideaux inversibles provenant des Vfcsj par le changement de base T/S hs . lis 
se prolongent done en des faisceaux inversibles sur (X')t- Comme (X')t est deja 
semi-factoriel, et Xt est regulier (remarque l2.15p . l'liomomorphisme de restriction 
ci-dessus est bien surjectif. 

Ceci etant, apres n eclatements A-admissibles, on peut en outre assurer que les 
restrictions 

Pic((X')T i )^-Pic(X T J 

soient surjectives pour i — 1, . . . ,n (theoreme 12.191 applique a T/S). Le normalise 
X de X' est alors une Xif-compactification convenable de X. □ 

Le corollaire 12.201 s'applique par exemple pour obtenir des compactifications 
semi-factorielles du modele de Neron d'une variete abelienne. Plus generalement, 
rappelons que si S est un trait de corps de fonctions K, un torseur fppf Xk sous 
une variete abeleinne Ak est dit non ramifie si, notant K hs le corps de fonctions 
d'un henselise strict de S, 1' ensemble XK(K hs ) est non vide. 

Corollaire 2.21. Soit S un trait de corps de fonctions K . Soient Ak une variete 
abelienne, et Xk un torseur fppf non ramifie sous Ak- Soit X le modele de Neron 
de Xk sur S . 

II existe une XK-compactification X — > X de X, avec X projectif et plat sur S, 
normal, tel que la fleche de restriction Pic(A) ^Pic(A) soit surjective, et le soit 
encore apres toute extension permise T/S (definition 12. 13)) . 

Si on se prescrit un nombre fini d'extensions de traits fidelement plates T/S, 
sous- extensions d'une henselisation stride S lls /S, on peut en outre demander que 
Pic(A*7;) — >Pic(AT i ) soit surjective pour tout i. 

Demonstration. Le schema Xk possede bien un modele de Neron X sur S d'apres 
[BLRJ 6.5/4. Celui-ci est quasi-projectif sur S (loc. cit. 6.4/1). D'apres le corollaire 
12.201 on peut done bien trouver un X projectif et plat sur S verifiant les conclusions 
du theoreme (dans la demonstration, il sufHt de commencer avec une compactifica- 
tion projective de X/S). □ 

L'interet de telles compactifications est d'exister sans aucune hypothese sur la 
reduction de la variete abelienne Ak- Bien entendu, lorsque Ak a reduction semi- 
stable sur S, on dispose de compactifications bien meilleures de son modele de Neron 
A/S : en s'appuyant sur la theorie de la degenerescence des varietes abeliennes 
de Mumford-Faltings-Chai, Kiinnemann a construit une compactification reguliere 
canonique de A/S (cf. [KJ). 
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2.6 Une variante globale de la semi-factorialite 

Theoreme 2.22. Soit S un schema noetherien integre normal de dimension 1, de 
corps de fonctions K . Soient n un entier > I, et T^/S, i = 1, . . . , n, des S-schemas 
etales de type fini, avec Ti integre de corps de fonctions Li. Soit X un S -schema 
propre et plat. On suppose que la fibre generique Xk de X/S est lisse sur K . 

II existe un S-schema X isomorphe a X au dessus d'un ouvert non vide de S , 
ayant les proprietes suivantes : X / S est propre et plat, X est normal, et la Heche 
de restriction Pic(jfr 4 ) — > Pk^A^J est surjective pour tout i = 1, . . . ,n. 

Demonstration. Comme Xk est lisse, il existe un ensemble fini F := {s\, . . . , s m } 
de points fermes de S tel que Xjj := X Xj U soit lisse sur l'ouvert U := S — F de 
S. Soit j £ {1, . . . ,m}. D'apres le corollaire 12.121 il existe un modele propre plat 
normal X( s .) de Xk sur Os, Sj > tel que pour tout i = 1, . . . , n, et pour tout point 
de Ti au-dessus de Sj, le schema Xr s A ®o Ss - ®T it ti. soit semi-factoriel sur O^.ti - 
Chacun des X^ s .^, j = 1, . . . ,m, peut etre etendu en un schema Xj de type fini au- 
dessus d'un voisinage ouvert Sj de Sj dans S ([E GA IV] 8.8.2). Quitte a diminuer 
Sj autour de Sj, on peut supposer Xj/Sj propre (loc. cit. 8.10.5 (xii)), puis plat. 
On peut meme supposer Sj PiF = {sj} et Xj — X au-dessus de Sj Pi U. Chaque Xj 
peut alors etre recolle a Xjj au-dessus de Sj n U, pour obtenir un schema X propre 
et plat sur S 1 , lisse au-dessus de U , et normal. 

Montrons que la restriction PicpfrJ — >-Pic(Xi ( ) est surjective pour tout i = 
1, . . . , n. Comme la formation de X commute au changement de base Ti — > 5, on 
peut supposer Tj = S, et il faut alors montrer que Pic(X) —> Pic(X^ ) est surjective. 
Soit Ck un faisceau inversible sur Xk- Comme Xk est reduit, on peut supposer 
que Ck est le faisceau defini par un diviseur Dk sur Xk- On notera H le cycle 1- 
codimensionnel sur X, obtenu en prenant l'adherence schematique du cycle cyc(Dk) 
defini par Dk sur Xk- Par ailleurs, il existe, pour tout j = 1, . . . , m, un diviseur 
Dj qui prolonge Dk sur Xr s .\. La partie verticale Vj du cycle cyc(Dj) est une 
combinaison Z-lineaire des composantes irreductibles reduites de la fibre X Sj . On 

peut done voir Vj comme un cycle 1-codimensionnel sur X. On va montrer que 

n 

Z;=H + Y,Vj 

3 = 1 

est de la forme cyc(D) pour un certain diviseur D sur X, ce qui achevera la de- 
monstration puisque Xk est normal. 

Comme le schema X est normal, il suffit de voir que le cycle Z est localement 
principal. Ecrivons Z = X^ex* 1 ) n C ' e ^ P°sons pour tout x G X, 

T B :=Spec(0 5) J, Z x := ^ n r ({|}nT x ). 

Le cycle Z est localement principal si et seulement si, pour tout x € X, il existe une 
fonction rationnelle / sur T x telle Z x = cyc(div(/)) ( [EGA YV\ a 21.6.7). Maintenant, 
si x € AT se projette sur un point Sj de f , le cycle Z x coincide avec le cycle 

n e -({£}nT x ) = (H + Vj)nT x , 

qui n'est autre que le cycle localement principal cyc(Dj|j' a .). Sinon, le point x appar- 
tient a l'ouvert regulier Xjj, sur lequel Z est automatiquement localement principal. 
Le cycle Z est done bien localement principal sur X. □ 
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3 Modele de Neron d'une variete de Picard 



Soit S un trait de corps de fonctions K et corps residuel k au point ferme. Soit 
Xk un if -schema propre geometriquement normal. Sa variete de Picard Ak '■— 
Pic Xjf /K,red est UIie var iete abelienne sur K ([G] 3.2). En particulier, elle possede 
un modele de Neron A de type fini sur S. Soit d'autre part X/S un modele propre 
et plat de Xk, qui est semi-factoriel sur un henselise strict de S. Un tel modele 
existe toujours d'apres le theoreme l2.6l Le foncteur de Picard Picx/s es t le faisceau 
fppf associe au prefaisceau T —>Pic(X XgT). Dans cette section, on decrit A en 
termes de Pic^ / g (theoremes 13.21 et 13.3ft . On en tire ensuite une consequence sur 
l'equivalence algebrique des faisceaux inversibles sur X (corollaire l3.11|) . 

3.1 Foncteur de Picard et modele de Neron 

Commencons avec un trait S de corps de fonctions K, et un schema X/S propre 
et plat a fibre generique Xk geometriquement normale, de sorte Ak ■= Picx K /K red 
est un if-schema en groupes, et meme une variete abelienne. 

Soit E l'adherence schematique de la section unite de Y\Cx k /k dans Picx/5 
f[R] 3.2 c)). Le quotient fppf Picx/s /E a pour fibre generique Y\Cx k /k- O n note 
Q l'adherence schematique de Ak dans Pic^/s /E, et P l'image reciproque de Q 
par l'epimorphisme canonique q : Picx/s ~* Pi c x/s /E. L'inclusion Q Picx/s I E 
induit done un morphisme cartesien de suites exactes : 

> E > Picx/s — ^ Picx/s /E ^ 

E ^ P Q >- 0. 

Choisissons un rigidificateur Y— >X de Picx/s (El 2.2.3 c)). On peut considerer 
le foncteur de Picard de X/S relatif au rigidificateur Y, note (Picx/g,^) (loc. cit. 
2.1). Cost un cspace algebrique en groupes localement de type fini sur S (loc. cit. 
2.3.1), et on dispose d'un epimorphisme canonique r : (Picx/s,^) Picx/s (loc. 
cit. 2.1.2). Notant H l'adherence schematique du noyau de tk dans (Picx/s,^), on 
a r(H) C E par continuite. II est prouve dans loc. cit. 4.1 que 

(Picx/s,^)/^ APicx/s IE 

est un isomorphisme, et que par suite Picx/s /E est un schema en groupes loca- 
lement de type fini et separe sur S. Par suite, l'inclusion Q c — > Pic x /s /E est une 
immersion fermee de schemas et Q est plat sur S. 

Soit (P, Y) l'image reciproque de P par r, i.e. l'image reciproque de Q par le 
compose qor. C'est un sous-espace ferme de (Pkx/S: Y), qui par consequent contient 
H. D'ou un carre cartesien 

(Picx /s ,Y)/H^^Pic x/ s IE 

(PY)/H L^p/ E ^Q, 

En particulier f est un isomorphisme. 

En appliquant |SGA 3| I, Exp. VIb, 9.2 (xi) (ou plutot son analogue pour les 
S'-espaces algebriques en groupes) a la suite exacte 

O^H -^(P,Y)^Q^0, 
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on obtient que (P, Y) est 5-plat. Celui-ci est done contenu dans r~ 1 (AK), adherence 
schematique dans (Pic x / s,Y) de l'image reciproque de Ak par r. Mais par conti- 
nuity onago r(r- 1 (A K )) C Q, i.e. r- 1 (A K ) C (P,Y). Ainsi (P,F) = r 1 ^). 
Puis 

P = r((P,Y))=r(r-i(A K )) 

est contenu (par continuite) dans Ak, adherence schematique de Ak dans Picx/s- 
Connne q{AK) C Q (toujours par continuite), on trouve finalement P = Ak- En 
resume : 

- X schema propre et plat sur 5* a fibre generique Xk geometriquement normale 

- Ak ■= Picx^/i^red variete de Picard de Xk 

- Picx/s foncteur de Picard fppf de X/S 

- P adherence schematique de Ak dans Picx/s 

- E adherence schematique de Ok £ Ak dans Picx/s 

- Q := P/E plus grand quotient separe sur S de P, representable par un schema 
localement de type fini et plat sur S 

- (Pic x /s, Y) foncteur de Picard de X/S relatif au rigidificateur Y, muni de la 
fleche d'oubli r : (Pic x / S ,Y) —^Pic x /s 

- (P,Y) adherence schematique de r~ 1 (AK) dans (Pic x /s,Y) 

- H adherence schematique de r _1 (0,K-) dans (Pic x /s,Y). 

Lorsque Xk est une courbe, ces notations sont les memes que celles utilisees dans 
[BLRJ 9.5, en notant que dans ce cas, Picx^/xrcd = ^ c x K /K- P ar ailleurs, avec 
ces notations, la fibre generique de P est Pk = Qk = Ak = P' 1c x k /k rcdi & ne 
pas confondre avec la notation Pk '■= Pic Xk /k utilisee section^ et qui n'a plus 
d'utilite ici. 

Lemme 3.1. Supposons de plus Xk geometriquement connexe. Si Xk(K) est non 
vide, ou si S est henselien a corps residuel algebriquement clos, alors on a Vegalite 

Pic(X K )=Pic x/ K(K). 

Dans ce cas, si X est semi-factoriel sur S, alors le morphisme de restriction 

Q(S)^Q(K) 

est bijectif. 

Demonstration. Comme Xk est propre geometriquement integre, on a O(Xk) = K , 
et la suite spectrale de Leray pour Q m K induit une suite exacte 

-> Pic(X K ) -> Pic XK/K (K) -> Br(K) -> Bv(X K ), 

ou Br designe le groupe de Brauer ([BL~Rj 8.1/4). Si S est henselien a corps residuel 
algebriquement clos, e'est un theorems de Lang que P>r(K) — (voir [BLRJ page 
203 pour des references). Done, dans les deux cas envisages dans l'enonce, la fleche 
Br(K) — > Bt(X k ) est injective et Pic(X K ) = Pic Xk/k (K). 

L'injectivite de Q(S) — > Q(K) est deja acquise puisque Q est separe sur S. Mon- 
trons la surjectivite, sous l'hypothese que X/S est semi-factoriel. Soit ok £ Q{K) = 
Pic Xk / k (K). D'apres ce qui precede, on peut representer ax par un faisceau in- 
versible Lk sur Xk- Puisque X est semi-factoriel sur S, il existe un Ox-module 
inversible C prolongeant Lk- L'image de la classe de L par la composee 

Pic(X) Pic x /5(5) ^(Picx/s /E)(S) 

prolonge qk dans Q(S). □ 
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On peut maintenant enoncer l'analogue, en dimension superieure, du theoreme 
[R] 8.1.4 a) (ou [BLR] 9.5/4) de Raynaud. 

Theoreme 3.2. Soit S un trait de corps de fonctions K et corps residuel k au point 
ferme. Soit Xk un K -schema propre, geometriquement normal et geometriquement 
connexe. Soit X/S un modele propre et plat de Xk, semi-factoriel sur un henselise 
strict de S. Supposons que X possede une quasi-section etale, ou que k soit parfait. 
Alors le modele de Neron A de Ak '■= PiCx K //frcd sur & es t ^ e separe lissifie de 
V adherence schematique de Ak dans Yicx/s- 

Plus precisement, si P est cette adherence schematique, et E celle de la section 
unite de Yicx K /k, l e quotient fppf Q := P/E est un schema en groupes localement 
de type fini et separe sur S . Notant Q' son lissifie, I'identite de Ak se prolonge en 
un isomorphisme de S-schemas 

Q'-^A. 

Demonstration. Toutes les donnees de l'enonce commutent a l'henselisation stricte 
de S. Pour montrer que la fleche canonique Q' — > A est un isomorphisme, on peut 
done supposer S strictement henselien. 

Le ^-schema en groupes Q 1 est separe et lisse, de fibre generique Ak- De plus, 
le morphisme 

Q'{S)^Q'(K) 

est bijectif d'apres le lemme [331 Pour demontrer le theoreme, il reste a verifier que 
Q' est de type fini sur S (cf. |BLR| 7.1/1). Pour cela, la methode est la meme que 
dans [BLRJ 9.5/7, a ceci pres qu'il faut travailler avec Q' au lieu de Q. Comme 
dans loc. cit., il suffit de montrer que le morphisme canonique Q' — >A induit un 
isomorphisme sur les composantes neutres. 

Pour cela, le point cle a demontrer est que le groupe abstrait des composantes 
connexes $q/ := Q'(k)/(Q')°(k) de (Q')k est de type fini. Le meme raisonnement 
que celui de loc. cit. permet alors de conclure que (Q')° — > A est bien un isomor- 
phisme. 

Dans la suite de la demonstration, si G est un 5-foncteur en groupes dont la 
fibre speciale Gk est representable par un fc-schema localement de type fini, on note 
$G le groupe abstrait des composantes connexes de Gk, a savoir 

$ G := G k (k)/G° k (k) 

ou k est une cloture algebrique de k. On a 

$ G - G k (k)/G° k (k) 

lorsque Gk est lisse sur le corps separablement clos k. 

Avec ces notations, la lissification Q' —>Q induit un morphisme $q/ — ^$q. Si 
$'q designe son image et N son noyau, on a une suite exacte de groupes abstraits 

0-)-iV->-$Q/-^$Q-^0. 

Comme la lissificaion est un morphisme de type fini, le groupe N est fini. On est 
done ramene a montrer que $q est de type fini. 

La fibre speciale Pk de P est representable par un sous- fc-schema en groupes 
ferme de Picx k /k (& savoir q k ~ 1 (Qk))- Le groupe $q est quotient du groupe $p. 
Notant < i > pi Cx/s l'image de $p dans le groupe <£pi Cx/s , on a une extension 

0^A/^$p^$p icx/s ^0, 

avec M fini. Maintenant, le groupe de Neron-Severi geometrique $pj Cx/s de X k est 
de type fini ( |SGA 6| XIII 5.1). Par consequent $p, et done $q, sont de type fini. 
Ceci acheve la demonstration. □ 
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On a realise le modele de Neron A de Ak en separant le foncteur P, puis en 
lissifiant le schema en groupes obtenu. Le processus inverse, a savoir lissification 
puis separation, permet aussi de retrouver A. 

Plus precisement, la dilatation d'un sous-schema ferme dans un S-schema loca- 
lement de type fini est une construction locale pour la topologie etale, et c'est un 
morphisme affine, comme il resulte directement des definitions (cf. [BLRJ 3.2). Les 
dilatations s'etendent done a la categorie des S-espaces algebriques localement de 
type fini. En particulier, le procede de lissification des groupes decrit dans [BLR 
page 174 s'etend a la categorie des S'-espaces algebriques en groupes localement de 
type fini a fibre generique lisse. (On notera que, dans l'enonce (BLRj 7.1/4, on peut 
remplacer l'hypothese « de type fini » par « localement de type fini » : le defaut 
de lissite d'une S hs -section quelconque est egal a celui de la section neutre, ce qui 
permet, pour un S-groupe, de s'affranchir de l'hypothese de quasi-compacite dans 
loc. cit. 3.3/3.) 

Ceci etant, notons comme precedemment (P, Y) l'adherence schematique de 
r _1 (A^) dans (Picx/s, Y), ou r designe l'epimorphisme canonique 

(Picx/s,^) -» Pkx/s ■ 

C'est un S-espace algebrique en groupes localement de type fini, dont la fibre gene- 
rique ^ 1 (Ak) est lisse (|RJ 2.4.3 b)). Posons : 

- (P,Y)' espace algebrique en groupes sur S, lissifie de (P,Y) 

- I adherence schematique de r _1 (0x) dans (P,Y)'. 

Theoreme 3.3. Soit S un trait de corps de fonctions K et corps residuel k au point 
ferme. Soit Xk un K -schema propre, geometriquement normal et geometriquement 
connexe. Soit X/S un modele propre et plat de Xk, semi-factoriel sur un henselise 
strict de S . Supposons que X possede une quasi-section etale, ou que k soit parfait. 
Alors le modele de Neron A de Ak '■= P' lc x K /K red sur & admet une presentation 
(pour la topologie fppf ) par des S-espaces algebriques en groupes 

0^I^(P,Y)' -^A^O, 

oil (P, Y)' — >A est Vunique S -morphisme prolongeant rx '■ {P,Y)k —> Ak ■ 

Si X est cohomologiquement plat sur S, le foncteur Picx/s es t un espace al- 
gebrique (Jfflj 5.2). Notant alors F l'adherence schematique de Ok S Ak dans le 
lissifie P' de P, Videntite de Ak induit la suite exacte 

O^F^P' -^A^O. 

Les ingredients de la demonstration sont essentiellement les memes que pour le 
theoreme 13.21 mais la preuve en est independante. 

Demonstration. On a vu en debut de section que le S'-schema en groupes Q admet 
une presentation par des S'-espaces algebriques en groupes 

0^H^(P,Y)^P/E = Q^0. 

Par continuity, la lissication (P, Y) 1 — >(P, Y) induit une fleche I—>H. Notant C le 
faisceau fppf quotient (P,Y)'/I, on obtient un morphisme de suite exactes 

^ / > (P, Y)' C >■ 



» H (P, Y) > Q ^ 0. 
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Comme I est plat sur 5*, le faisceau C est encore un jS-espace algebrique en groupes 
(cf. par exemple [BLR 8.4/9). II est localement de type fini sur S d'apres l'analogue 
de |SGA 3] I, Exp. VIp, 9.2 (xii) pour les espaces algebriques en groupes. Comme il 
est separe sur S (I est ferme dans (P, Y)'), c'est un S'-schema (cf. pf] IV 4.B). II est 
lisse sur S puisqu'il est quotient de (P, Y)' qui lisse sur S par I qui est plat sur S 
([SGA 3j loc. cit.). En particulier. l'identite de Ak se prolonge en un S'-morphisme 
C — > A. Pour montrer que c'est un isomorphisms, on peut supposer S strictement 
henselien. II reste alors a voir que C(S) — > C(K) est surjectif et que C est de type 
fini sur S. 

Soit ax S C(K) — Ak{K) — Pic° x / K (K). D'apres le lemme [3~T1 on peut re- 
presenter cik par un faisceau inversible Ck sur Xk- Comme X est semi-factoriel 
sur S, on peut prolonger Ck en un faisceau inversible C sur X. Par definition, le 
rigidificateur Y est fini sur S. On peut done rigidifier C en (£, a), definissant ainsi 
une section b e (P,Y)(S). Celle-ci se releve en une section b' du lissifie (P,Y)', et 
par commutativite du diagramme ci-dessus, l'image a £ C(S) de b' a pour fibre 
generique clk- D'ou la surjectivite de C(S) —>C(K). 

Montrons enfin que C/S est de type fini. Comme dans !3.2l fet dans |BLR| 9.5/7), 
cela revient a montrer que le groupe ordinaire $c des composantes connexes de Ck 
est de type fini. 

Le groupe <&c es t quotient du groupe <^^ P Y y , et le morphisme de fc-schemas 

((P,Y)') k ^(P,Y) k 

est de type fini. On est done ramene a voir que ^(p t Y) es t de type fini. Mais le noyau 
de 

(P,Y) k ^P k 

est connexe ([R] 2.4.3 b)), si bien que ^(p^) = 3>p. Ce dernier est de type fini parce 
que le groupe de Neron-Severi geometrique <frpi Cx/s Test. Ceci acheve la demonstra- 
tion de la premiere partie du theoreme. 

Maintenant, lorsque Picx/s es t un espace algebrique, il n'y a pas lieu de consi- 
derer le rigidificateur Y, et la seconde partie du theoreme se demontre comme la 
premiere. □ 

Remarque 3.4. Avec les notations des theoremes 13.21 et 13.31 la Heche composee 

(P,Y)'^(P,Y)^P^Q 

se factorise de fagon unique a travers la lissification Q' — y Q. Le diagramme 

(pyy *-q' 



A 

est commutatif. En effet, les deux morphismes (P, Y)' — >A coincident avec tk sur 
les fibres generiques, l'espace (P, Y)' est lisse sur S (done reduit) et A/S est separe. 

3.2 Comparaison des composantes neutres 

Rappelons la definition suivante. 

Definition 3.5. ffRy 6.1.11 3)) Soit S un trait de corps residuel k au point ferme. 
Soit X est un schema normal, propre et plat sur S . On note £j, i — 1, . . . ,r, les 
points maximaux de la fibre speciale Xk de X/S, di la longueur de Vanneau artinien 
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Ox k ,£i, ef Xi la composante irreductible de X/~ de point generique munie de sa 
structure reduite. 

On definit un entier d! par la condition suivante : c'est le plus grand entier 
divisant les di, i = 1, . . . ,r, tel que le cycle 1-codimensionnel sur X 

r 
i=l 

soit un diviseur. 

Proposition 3.6. Dans la situation du theoreme \3.3l la fleche rpc se prolonge en 
un morphisme fidelement plat localement de type fini 

((P,YY) ^A°. 

Supposons X cohomologiquement plat sur S. Si X est normal et d' — 1 (definition 
\3.5\) . alors I'identite de Ak se prolonge en un isomorphisme 

Demonstration. Comme I/S est fidelement plat localement de type fini, l'epimor- 
phisme 

(P, Y)' -» A 

Vest aussi. La fibre generique r K 1 (AK) de (P, Y)' est connexe (puisque Ak et 
Ker(r K ) le sont, cf [RJ 2.4.3 b)). L'inclusion ((P,Y)')° C (P,Y)' est done ouverte, 
et par consequent le morphisme induit sur les composantes neutres 

((P,Y)')°^A 

est localement de type fini, plat et surjectif sur les fibres generiques. En particulier, 
l'image du fc-morphisme 

((P,F)' fc )%4 

est ouverte, et done egale au groupe ^4^. tout entier. Par consequent, le morphisme 
((P,F)')° -> A est surjectif. 

Lorsqu'on suppose de plus X cohomologiquement plat sur 5, le resultat ci-dessus 
s'applique au morphisme (P')° -» ^4°. Pour voir que c'est un isomorphisme si X 
est normal et « d' = 1 », on peut supposer S strictement henselien. L'adherence 
schematique F de la section unite de Ak dans le 5-espace algebrique localement 
separe P' est etale sur S ([R] 3.3.5), et le noyau de la fleche precedente est l'ouvert 
Fn(P') de F. Mais on a (Pn(P')°)(S') C (EnP°)(S), et les hypotheses entrainent 
que (E n P°)(S) = ([RJ 6.4.1 3)). D'ou l'isomorphisme annonce. □ 

Pour deduire de la proposition precedente un enonce de surjectivite au niveau 
des sections, on va se placer dans le cas ou O(S) est complet a corps residuel algebri- 
quement clos. C'est alors un argument utilisant le foncteur de Greenberg d'un espace 
algebrique en groupes commutatifs lisse sur S qui permet de conclure. Cela n'ap- 
paraitra pas explicitement ici, mais intervient crucialement dans la demonstration 
de [BLR] 9.6/2 que nous allons utiliser. 

Proposition 3.7. On conserve les notations du theoreme \3.3\ et on suppose de plus 
O(S) complet et k algebriquement clos. Le morphisme canonique 

((P,Y)')°{S)^A (S) 

est surjectif. 
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Demonstration. D'apres |BLR| 9.6/2, il suffit de verifier que le groupe abstrait 
(P,Y)'(S)/((P,Yy)°(S) est de type fini et que le morphisme (P, Y)'(S) -> A(S) 
est surjectif. 

L'espace algebrique (P, Y)' est lisse sur 5, et sa fibre generique r^{Ax) est 
connexe puisque Ak et Ker(r^) le sont ([R] 2.4.3 b)). Le morphisme de groupes 
(P, Y)'(S)/((P, Y)') (S) -> $(p.y)' est done bijectif. Et on a deja vu au cours de la 
demonstration du theoreme 13.31 que ce groupe est de type fini. 

Passons a la surjectivite de (P, Y)'(S) — *A(S). Soit a G A(S). Notons a K e 
Ak (K) sa fibre generique. On a vu au cours de la demonstration du theoreme 13.31 
que Ton peut trouver b' E (P,Y)'(S) dont Pimage dans A(S) prolonge clk- Comme 
A/S est separe, l'image de b' est a. □ 

Corollaire 3.8. Dans la situation de la vrovosition \3 on a un isomorphisme 
((PYy)(S)/(((PYy) (S)+I(S))-^A(S)/A°(S) 

e'est-a-dire, en termes des groupes des composantes connexes des fibres speciales, 
une suite exacte 

o — - i(S)/(i(S) n ((p Yy)°(s)) — - # (P ,y) $ A — - o. 

Remarque 3.9. Lorsque de plus X/S est cohomologiquement plat, i.e. Pic^/5 est 
un espace algebrique, le corollaire 13.81 s'ecrit 

P'(S)/((Pr(S) + F(S)) -^$ A . 

(avec les notations du theoreme l3.3p . La bijection P'(S) ~ P(S) induit une bijection 
F(S) ~ E(S). Le groupe $a s'insere done dans une suite exacte courte 

-> P°(5) / (P°(S) n ({P')°{S) + P(5))) -»• <I> A -> P(5)/(P°(5) + P(5)) -> 0. 

Si X est normal et d' = 1 (definition 13. 5[) . le noyau se simplifie en P° (S) / (P')° (S) 
(puisqu'alors E(S) D P°(S) = d'apres [R] 6.4.1 3)). 

Terminons par un corollaire de la proposition 13.71 concernant l'equivalence alge- 
brique sur X. 

Definition 3.10. (cf. |SGA 6| XIII 4.1 et 4.4) Soit Z^T un morphisme propre 
de schemas. Soit C un Oz -module inversible. On dit que C est algebriquement 
equivalent a zero sur Z (relativement a T) si son image dans V\Cz/t{T) appartient 
au sous-groupe Pic^ T (T). On notera Pic (Z/T) (ou simplement Pic°(Z) s'il n'y 
a pas d'ambiguite) le sous groupe du groupe de Picard de Z forme des classes de 
Oz -modules inversibles algebriquement equivalents a zero sur Z/T . 

Par definition de V\(P Z j T: le fait pour un Oz-niodule inversible d'etre algebri- 
quement equivalent a zero relativement a T peut se verifier sur les fibres de Z/T. 

Corollaire 3.11. Soit S le spectre d'un anneau de valuation discrete complet, a 
corps residuel algebriquement clos k et corps des fractions K . Soit Xk un K -schema 
propre, geometriquement normal et geometriquement connexe. Soit X/S un modele 
de Xk, propre, plat et semi-f actor iel sur S. Soient A/S le modele de Neron de la 
variete de Picard de Xk et n I'exposant du groupe des composantes connexes de Ak- 
Pour tout Ox K -module inversible Ck algebriquement equivalent a zero, il existe 
un Ox-module inversible C! algebriquement equivalent a zero prolongeant C K n . Au- 
trement dit, le conoyau de la fleche de restriction 

Pic (X/S) ^ Pic 

est tue par n. 
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Demonstration. Soit ax l'image de Ck dans Vic Xk / k{K) = Ak(K). Le point n-a^ 
s'etend en une section a' £ A°(S). D'apres la proposition 13.71 on peut relever a' en 

b' e ((P, Y)')°(S). Maintenant, le morphisme de lissification (P, Y)' -t(P, Y) induit 
une inclusion 

((P,Y)')\S)C(P,Y)°(S). 

La section b' correspond via cette inclusion a la classe d'un couple (£ , a). Comme 
la fleche composee 

(P, Y)° -+(P, Y) -4 P 

se factorise par P°, qui est un sous-foncteur de Pic^/s, ^ e ®x -module inversible C' 
est algebriquement equivalent a zero. 

D 'autre part, le diagramme commutatif (cf. remaraue 13.41) 

(p,yy >■ a 

(P,Y) *Q 

montre que le 0x K -module inversible £' ®K represente a' K — n ■ ok- Comme 

¥k(X k )^V\i Xk i k {K) 
est injectif (et meme bijectif, cf. lemme [3~Tt . le faisceau C! ®K est done isomorphe 
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